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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ:

ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÅ È ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ
âîïðîñ î ñîîòíîøåíèè àíàëèòè÷åñêèõ è
÷èñëåííûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ ìàòåìà-
òè÷åñêèõ ìîäåëåé ðåàëüíûõ ÿâëåíèé. Òðà-
äèöèîííî ñóùåñòâóåò òî÷êà çðåíèÿ, ÷òî
«ïðåäïî÷òèòåëüíûì» ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñ-
êîå ðàññìîòðåíèå, ïðèâîäÿùåå ê óñòàíîâ-
ëåíèþ ÿâíîãî âèäà ôóíêöèè, îïèñûâàþùåé
ðàññìàòðèâàåìîå ÿâëåíèå. Òàêîé ïîäõîä â
ðÿäå ñëó÷àåâ ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü òî÷íûå
ñîîòíîøåíèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ îòðàæåíèåì ôóí-
äàìåíòàëüíûõ çàêîíîâ ïðèðîäû.  È òîëüêî
òîãäà, êîãäà àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå îêàçû-
âàåòñÿ íåâîçìîæíûì, ïðèõîäèòñÿ îáðàùàòü-
ñÿ ê ÷èñëåííûì ìåòîäàì ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ïîñëåäíåå âðå-
ìÿ òàêàÿ òî÷êà çðåíèÿ òåðÿåò ñâîèõ ïîêëîí-
íèêîâ, è âñå áîëåå è áîëåå ÿñíûì ñòàíîâèò-
ñÿ ïîëîæåíèå, ÷òî äîñòàòî÷íî ñëîæíûå
ìîäåëè ïðèâîäÿò ê óðàâíåíèÿì, íå ðåøàå-
ìûì â àíàëèòè÷åñêîì âèäå [1]. Íàáëþäàþ-
ùååñÿ â ïîñëåäíåå âðåìÿ áóðíîå ðàçâèòèå
÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, â ÷àñòíîñòè, âû÷èñëè-
òåëüíîé ôèçèêè, ÿâëÿåòñÿ íàãëÿäíûì îòðà-
æåíèåì ýòîãî îáñòîÿòåëüñòâà.

Ðàçâèòèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðàññìîò-
ðåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé äîëæíî ñî-
ïðîâîæäàòüñÿ ðàçâèòèåì êà÷åñòâåííûõ ìå-
òîäîâ èññëåäîâàíèÿ óðàâíåíèé, ÷òî ïîçâî-
ëÿåò óñòàíîâèòü îáùóþ êàðòèíó ÿâëåíèé áåç

ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé è ñïî-
ñîáû êîíòðîëÿ ïðàâèëüíîñòè ïðîâîäèìîãî
÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Êàê îòìå÷àåò Ð.Ôåé-
íìàí, «Ãðÿäóùàÿ ýðà ïðîáóæäåíèÿ ÷åëîâå-
÷åñêîãî ðàçóìà ïðèâåäåò ê ïîíèìàíèþ êà-
÷åñòâåííîãî àñïåêòà óðàâíåíèé. Ñåé÷àñ ìû
åùå íå ñïîñîáíû íà ýòî» [2].

Îáó÷åíèå îñíîâàì ìàòåìàòè÷åñêîãî ìî-
äåëèðîâàíèÿ äîëæíî îòðàæàòü îáå óêàçàí-
íûå òåíäåíöèè � ðàçâèòèå êàê óìåíèé êà-
÷åñòâåííîãî àíàëèçà, òàê è óìåíèÿ íàõîæ-
äåíèÿ ÷èñëåííûõ ðåøåíèé. È çäåñü î÷åíü
âàæíî ñ ñàìîãî íà÷àëà óñòàíîâèòü ïðàâèëü-
íûé àêöåíò íà òî, ÷òî íå âñåãäà àíàëèòè-
÷åñêîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðåäïî÷òèòåëüíûì:
èíîãäà îíî îêàçûâàåòñÿ íåîïðàâäàííî ãðî-
ìîçäêèì è òðóäîåìêèì ïî ñðàâíåíèþ ñ ÷èñ-
ëåííûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ, ïðè ýòîì íå ïðè-
âîäÿ ê êàêîé-òî íîâîé ïîëåçíîé èíôîðìà-
öèè. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî óêàçàòü íà
«êëàññè÷åñêóþ» çàäà÷ó î ñîñêàëüçûâàíèè
øàéáû ñ ïîâåðõíîñòè ïîëóñôåðû. Â øêîëü-
íîì âàðèàíòå ýòîé çàäà÷è, êîãäà òðåíèå îò-
ñóòñòâóåò, èìååòñÿ ïðåêðàñíàÿ âîçìîæíîñòü
êà÷åñòâåííîãî èññëåäîâàíèÿ õàðàêòåðà äâè-
æåíèÿ øàéáû ñ äîêàçàòåëüñòâîì îòðûâà åå
îò ïîâåðõíîñòè ïîëóñôåðû [3].

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî óêàçàòü íà «êëàññè÷åñêóþ» çàäà÷ó
î ñîñêàëüçûâàíèè øàéáû ïî ïîâåðõíîñòè ïîëóñôåðû.
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Ïðè ó÷åòå òðåíèÿ äâèæåíèå øàéáû óäîá-
íî ðàññìàòðèâàòü ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííûõ ìå-
òîäîâ ðåøåíèÿ ïîëó÷àþùèõñÿ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé [4]. Îäíàêî ïðè îïðå-
äåëåííîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è ìîæíî ïîëó-
÷èòü è àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå. Ïðîåêòè-
ðîâàíèå âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
øàéáû

aFNg mm òð =++ (1)

íà êàñàòåëüíîå è íîðìàëüíîå (ðàäèàëüíîå)
íàïðàâëåíèå ïðèâîäèò ê äâóì óðàâíåíèÿì:

R
mNcosmg

2υθ =− , (2)

dt

d
mFsinmg òð

υθ =− . (3)

Çäåñü m � ìàññà øàéáû, R � ðàäèóñ ïî-
ëóñôåðû, g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäå-
íèÿ, θ � óãîë, îáðàçóåìûé ñ âåðòèêàëüþ ðà-
äèóñ-âåêòîðîì øàéáû ñ íà÷àëîì â öåíòðå
ïîëóñôåðû. Ñèëà ñóõîãî òðåíèÿ ñêîëüæå-
íèÿ F

òð
 ñâÿçàíà ñ íîðìàëüíîé ñèëîé N ðå-

àêöèè îïîðû ñîîòíîøåíèåì:

NFòð µ= , (4)

ãäå m � êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ.
Óðàâíåíèÿ (2) è (3) ñïðàâåäëèâû, ïîêà

øàéáà ñêîëüçèò ïî ïîâåðõíîñòè ïîëóñôå-
ðû. Îòðûâ îò ïîâåðõíîñòè ïðîèñõîäèò ïðè
îáðàùåíèè â íóëü ñèëû N : N = 0. Èç óðàâ-
íåíèÿ (2) ñëåäóåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé óãîë
θ1 îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì:

gR
cos

2
1

1
υθ = , (5)

ãäå υ1 � ñêîðîñòü øàéáû â òî÷êå îòðûâà.
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ υ1 íóæíî ðåøèòü

ñèñòåìó óðàâíåíèé (2) è (3) ïðè óñëîâèè
(4). Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, åñëè ïðåäñòàâèòü
ïðîèçâîäíóþ dυ/dt â âèäå:

   )(
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υυ =⋅=⋅= & . (6)

Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî ïîêà øàéáà äâèæåòñÿ
ïî ïîâåðõíîñòè ïîëóñôåðû, ñïðàâåäëèâî
ñîîòíîøåíèå θυ &R= . Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâ-
íåíèå (3) ñîîòíîøåíèå (6) è ñîîòíîøåíèå
(4), â êîòîðîì N âûðàæåíî ñ ïîìîùüþ óðàâ-
íåíèÿ (2), ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ:

 )cos(singR)(
d

d θµθµυυ
θ

−=− 22 22 . (7)

Ýòî îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå âèäà:

)(fyy θµθ =−′ 2 , (8)

ãäå y = υ2, è f(θ) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ óãëà θ,
îïðåäåëÿåìàÿ ïðàâîé ÷àñòüþ óðàâíåíèÿ (7).

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8) ñêëàäû-
âàåòñÿ èç îáùåãî ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâ-
íåíèÿ

02 =−′ yy µθ (9)

è êàêîãî-ëèáî ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîä-
íîãî óðàâíåíèÿ (8). Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (9)
äàåòñÿ âûðàæåíèåì:

)exp(C)(y µθθ 2= , (10)

à ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ìîæåò
áûòü ïîëó÷åíî, íàïðèìåð, ìåòîäîì âàðèà-
öèè ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé Ñ â (10). Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì äëÿ îáùåãî ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ (7) âûðàæåíèå:

cos)((
gR

)( θµ
µ

θυ 12
41

2 2
2

2 −−
+

=

)exp(C)sin µθθµ 23 1+− . (11)

ãäå C1 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ïîä÷åð-
êíåì åùå ðàç, ÷òî óðàâíåíèÿ (2) è (3) ñïðà-
âåäëèâû òîëüêî äëÿ N > 0 (êîãäà øàéáà íà-
õîäèòñÿ íà ïîâåðõíîñòè ïîëóñôåðû).

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ C1 íåîáõîäèìî çàäàòü
íà÷àëüíîå óñëîâèå. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîã-
äà øàéáà íà÷èíàåò ñêîëüçèòü áåç íà÷àëü-
íîé ñêîðîñòè (υ = 0) ïðè çíà÷åíèè óãëà θ0,
îïðåäåëÿåìîãî ñîîòíîøåíèåì:

θ0 = arctg m. (12)

Çíà÷åíèå θ0 ñîîòâåòñòâóåò ïðåäåëüíîìó
óãëó, ïðè êîòîðîì øàéáà óäåðæèâàåòñÿ íå-
ïîäâèæíîé íà ïîâåðõíîñòè ïîëóñôåðû â
ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ ñèë òðåíèÿ (ìû ñ÷èòà-
åì, ÷òî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ñèëû òðå-
íèÿ ïîêîÿ ðàâíî ñèëå òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ).
Òàêèì îáðàçîì, íà÷àëüíîå óñëîâèå èìååò
âèä:

υ(θ0) = 0.

Ðåàëèçàöèþ ïîäîáíîãî ïðîöåññà îïûò-
íûì ïóòåì ìîæíî îñóùåñòâèòü, íàïðèìåð,
ìåäëåííî ïîäòàëêèâàÿ øàéáó, íàõîäÿùóþ-
ñÿ íà âåðøèíå ïîëóñôåðû, âíèç äî íà÷àëà
ñêîëüæåíèÿ. ×èñëåííûé ðàñ÷åò ïðè äðóãèõ
íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ ðàññìîòðåí â [4]. Ïðè
ðàññìàòðèâàåìûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ, òàê
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æå êàê è â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ òðåíèÿ, ëåãêî
ïîêàçàòü, íå ðåøàÿ óðàâíåíèé, ÷òî øàéáà
îáÿçàòåëüíî îòîðâåòñÿ îò ïîâåðõíîñòè ïî-
ëóñôåðû.

Ïðè óêàçàííîì íà÷àëüíîì óñëîâèè êîí-
ñòàíòà C1 îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì:

cos)((
gR

C 0
2

21 12
41

2 θµ
µ

−−
+

−=

)exp()sin 00 23 µθθµ −− . (13)

Âûðàæåíèå (11) äëÿ υ2(θ) ïðè ó÷åòå (12)
è (13) ïðèíèìàåò âèä ïîñëå âåñüìà ãðîìîç-
äêèõ, íî íå ñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé:

cos(
cos

gR
)(

0
2

2 2
34

2 θ
θ

θυ −
−

=

)cos(cos 003 θθθ +−−

)cos)tg)(exp( 0002 θθθθ −+ . (14)

Òåïåðü ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (5) è
(14) ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå äëÿ îïðå-
äåëåíèÿ óãëà θ1, ïðè êîòîðîì ïðîèñõîäèò
îòðûâ øàéáû îò ïîâåðõíîñòè ïîëóñôåðû:

1 12
0

2
cos (2cos

4 3cos
θ θ

θ
= −

−

0 1 03cos cos( )θ θ θ− − +

1 0 0 0exp(2( ) tg )cos )θ θ θ θ+ − . (15)

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: ÷òî
ïðîùå � íåïîñðåäñòâåííî ðåøàòü ÷èñëåííî
ñèñòåìó óðàâíåíèé (2)�(3) ñ óñëîâèÿìè (4)
è (5) èëè ñîâåðøàòü äîñòàòî÷íî óòîìèòåëü-
íûå è ãðîìîçäêèå àíàëèòè÷åñêèå ïðåîáðà-
çîâàíèÿ è â ðåçóëüòàòå ïðèéòè ê ñëîæíîìó
òðàíñöåíäåíòíîìó óðàâíåíèþ (15), êîòîðîå
âñå ðàâíî ïðèäåòñÿ ðåøàòü ÷èñëåííûìè
ìåòîäàìè? Çàìåòèì, ÷òî åñëè ïîñòàíîâêà
çàäà÷è òàêîâà, ÷òî íåîáõîäèìî íàéòè çàâè-
ñèìîñòü óãëà θ îò âðåìåíè, òî íåîáõîäèìî
ïðîâåñòè èíòåãðèðîâàíèå

)(G
)(F

d
Rt θ

θ
θθ

θ

≡′
′

= ∫
0

, (16)

ãäå ôóíêöèÿ F(θ) åñòü êâàäðàòíûé êîðåíü
èç âûðàæåíèÿ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (14),
à çàòåì íàéòè ôóíêöèþ, îáðàòíóþ ôóíê-
öèè G(θ). Ðåçóëüòàò è òîãî, è äðóãîãî äåé-
ñòâèÿ íå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå
ôóíêöèè, òî åñòü àíàëèòè÷åñêèå âû÷èñëå-

íèÿ ïðàêòè÷åñêè íå ìîãóò áûòü îñóùåñòâ-
ëåíû. Â òî æå âðåìÿ ÷èñëåííîå ðåøåíèå
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñðàçó æå äàåò
âñå ðåçóëüòàòû, î êîòîðûõ ãîâîðèëîñü âûøå.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè îáó÷åíèè ìàòå-
ìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ öåëåñîîáðàç-
íî èñïîëüçîâàòü èíòåãðèðîâàííûå ñðåäû,
òàêèå êàê Maple, Mathematica, MATLAB,
MatCad, ãäå èìåþòñÿ ñòàíäàðòíûå è äîñòà-
òî÷íî õîðîøî ðàáîòàþùèå ïðîöåäóðû ðå-
øåíèÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü äîñòàòî÷íî ëåãêî
îñâîåíû êàê ñòóäåíòàìè, òàê è øêîëüíèêà-
ìè ñòàðøèõ êëàññîâ.

Ìîãóò ëè äàòü êîíêðåòíî äëÿ äàííîé
çàäà÷è àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû ÷òî-ëèáî ïî-
ëåçíîå? ×òîáû îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ ìîæ-
íî ïîïðîáîâàòü ÷èñëåííî ðåøèòü ñèñòåìó
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2)�(4) ïðè
óñëîâèè υ(θ0) = 0. Â çàâèñèìîñòè îò ðåàëè-
çàöèè ÷èñëåííîãî ìåòîäà ìîæíî ïîëó÷èòü
äëÿ ñêîðîñòè ëèáî òîæäåñòâåííûé íóëü,
ëèáî ÷òî-òî íå îòëè÷àþùååñÿ îò íóëÿ â
ïðåäåëàõ çàäàííîé ïîãðåøíîñòè âû÷èñëå-
íèé. ×òîáû ïîëó÷èòü íå÷òî, ñîîòâåòñòâóþ-
ùåå ðåàëüíîìó ÿâëåíèþ, íåîáõîäèìî íåçíà-
÷èòåëüíî èçìåíèòü óñëîâèÿ, íàïðèìåð, âìå-
ñòî θ0 âçÿòü íà÷àëüíûé óãîë 00 1 θεθ )( +=′ ,
ãäå 0 < ε << 1. Íàñêîëüêî áóäóò ðàçëè÷àòüñÿ
ðàñ÷åòû ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ε è ìîæ-
íî ëè ïîäîéòè ê ïðåäåëó ïðè ε → 0?

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ, ïîëó-
÷åííûõ ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïðèâåäåíû íà ðèñ. 1,
2. Ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ÷åòîâ ñäåëàíî ìàñø-
òàáíîå ïðåîáðàçîâàíèå âðåìåíè, ââåäåíà áåç-
ðàçìåðíàÿ ïåðåìåííàÿ R/gtt =′ , ÷òî îç-
íà÷àåò èçìåðåíèå âðåìåíè â åäèíèöàõ

g/R . Îáà ðèñóíêà ñîîòâåòñòâóþò îäíî-
ìó çíà÷åíèþ m = 0,1, íî ðàçíûì çíà÷åíèÿì
ε : ε = 0,01 è ε = 0,001. Ôàçîâûå äèàãðàììû
äëÿ îáîèõ ñëó÷àåâ, òî åñòü çàâèñèìîñòè ñêî-
ðîñòè îò óãëà, îïðåäåëÿåìûå ðàâåíñòâîì
(14), âûãëÿäÿò ïðàêòè÷åñêè îäèíàêîâî è ïðè-
âåäåíû íà ðèñ. 3. Äëÿ ñðàâíåíèÿ ÷èñëåííûõ
ìåòîäîâ è àíàëèòè÷åñêèõ ïðèâåäåíà ñïëîø-
íàÿ êðèâàÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÷èñëåííîìó
ðàñ÷åòó, è òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàñ÷åòó
ïî ôîðìóëå (14). Êàê âèäíî èç ðèñ. 1 è 2,
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ñ óìåíüøåíèåì çíà÷åíèÿ ε, òî åñòü ñ ïðè-
áëèæåíèåì íà÷àëüíîãî óãëà ê θ0, âðåìÿ
äâèæåíèÿ øàéáû óâåëè÷èâàåòñÿ, ÷òî ñî-
îòâåòñòâóåò èíòóèòèâíûì ïðåäñòàâëåíè-
ÿì î åå äâèæåíèè. Îòâåòèòü íà âîïðîñ,
åñòü ëè êîíå÷íûé ïðåäåë âðåìåíè äâè-
æåíèÿ ïðè ε → 0 ÷èñëåííûé ðàñ÷åò íå
ìîæåò â ñèëó òîãî, ÷òî òî÷íîñòü ðàñ÷åòà
âñåãäà îãðàíè÷åíà.

Îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ ìîæíî, ïðî-
àíàëèçèðîâàâ èíòåãðàë (16), à èìåííî ðàñ-
ñìîòðåâ ïðåäåë ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðà-
æåíèÿ ïðè 0θθ →′ . Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò
ðàçëîæèòü ïðàâóþ ÷àñòü âûðàæåíèÿ (14)
â ðÿä ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà
∆θ = θ � θ0. Èç òîãî, ÷òî ýòî âûðàæå-
íèå ñîîòâåòñòâóåò íà÷àëüíûì óñëîâèÿì
υ(θ0) = 0, ñëåäóåò, ÷òî íóëåâîé ÷ëåí ðàç-
ëîæåíèÿ ðàâåí íóëþ. Îäíàêî íåñëîæíûå
ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî è ïåðâûé ÷ëåí
ðàçëîæåíèÿ (ñëàãàåìîå, ëèíåéíîå ïî ∆θ)
ðàâåí íóëþ, è ëèøü êâàäðàòè÷íûé ÷ëåí
ðàçëîæåíèÿ îòëè÷åí îò íóëÿ:

0
0

2
2 21

34

2
/(cos

cos

gR
)( θ

θ
θυ +

−
≈

2
00

22 ))(tg θθθ −+ . (17)

Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïðè
çíà÷åíèÿõ θ, áëèçêèõ ê θ0, ñêîðîñòü ÿâ-
ëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé îò ðàçíîñòè
θ � θ0:

)(F)( 00 θθθυ −≈ , (18)

ãäå F0 � êîíñòàíòà, îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåí-
ñòâîì (17). Çàìåòèì, ÷òî ýòà ëèíåéíàÿ çà-
âèñèìîñòü «íà ãëàç» âèäíà íà ðèñóíêå 3,
îäíàêî î÷åâèäíî, ÷òî ñòðîãî ïîäîáíûé âû-
âîä ìîæíî ñäåëàòü ëèøü, èñõîäÿ èç àíà-
ëèòè÷åñêîãî ðàññìîòðåíèÿ.

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (18) â èíòåã-
ðàë (16), ïîëó÷èì, ÷òî âáëèçè θ0 ìîæíî
àïïðîêñèìèðîâàòü âûðàæåíèåì:
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θ

θ

θ
θ
θ

θθ
θ

1

1

0
00 )(F

d

)(F

d
Rt , (19)

ãäå çíà÷åíèå θ1 ñëåäóåò áðàòü íàñòîëüêî
áëèçêèì ê çíà÷åíèþ θ0, ÷òîáû ìîæíî áûëî
ïðåíåáðå÷ü ÷ëåíàìè ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè
υ2(θ) ïî ∆θ  áîëåå âûñîêèìè, ÷åì (∆θ)2.

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3
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Âòîðîé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåí-
ñòâà (19) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì, à ïåðâûé � ðàñ-
õîäÿùèìñÿ. Åñëè æå â êà÷åñòâå íèæíåãî ïðå-
äåëà èíòåãðèðîâàíèÿ âìåñòî çíà÷åíèÿ θ0
âçÿòü çíà÷åíèå (1 + ε)θ0, òî âû÷èñëåíèå ïåð-
âîãî èç èíòåãðàëîâ ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ:






 −
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Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ñòðåìëåíèè ε ê
íóëþ âðåìÿ äâèæåíèÿ ñòðåìèòñÿ ê áåñêî-
íå÷íîñòè ïî ëîãàðèôìè÷åñêîìó çàêîíó.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä,
÷òî öåëåñîîáðàçíîñòü ïðèìåíåíèÿ ÷èñëåí-
íîãî èëè àíàëèòè÷åñêîãî ìåòîäà ïðè ðåøå-
íèè çàäà÷è çàâèñèò âî ìíîãîì îò ïîñòàíîâ-
êè çàäà÷è. Íåñîìíåííî, îäíàêî, ÷òî íàèáî-
ëåå ýôôåêòèâíûì ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå
îáîèõ ìåòîäîâ, è ñîâðåìåííûé ñïåöèàëèñò,
â òîé èëè èíîé ñòåïåíè çàíèìàþùèéñÿ ìà-
òåìàòè÷åñêèì ìîäåëèðîâàíèåì, äîëæåí âëà-
äåòü êàê àíàëèòè÷åñêèìè, òàê è ÷èñëåííû-
ìè ìåòîäàìè.


